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Cebisev sirasimnin tatbiqi ilo bir sinif sinqulyar niivali inteqral tonliyin
togribi hallinin arasdirilmasi

Xiilasa

Isdo catlar nozariyyasi, elastiklik nazariyyasi, elektrodinamika, aerodinamika vo s. mosalalorindo
genis totbiq olunan birinci ndv sinqulyar niivali inteqral tonliyin toqribi hollinin varlig1 vo yeganaliyi
gostarilmisdir. Bundan alavo, bu isdo ilk dofa olaraq kasik lizerindas sinqulyar tonliklorin toqribi halli
iiclin Cebisev siralarindan istifado olunan bir {isul toklif olunmusdur. Verilon bu iisulun mahiyyati
ondan ibarotdir ki, sinqulyar inteqral tonliyin holli masolosi sixligin Cebisev sirast ilo ovoz
olunmasindan sonra verilmis hollin uygunlasma omsallar1 {izro namolum xotti cobri tonliklor
sisteminin hollino gotirilir. Homg¢inin, baxilan birinci név sinqulyar niivali inteqral tonliyin toqribi
hallinin doqiq halls y181lma siirati verilmisdir vo alinan naticalarin bir ne¢d nlimuna misallar izorinda
doqiqliyi do yoxlanilmisdir.

Agar sozlor: tonlik, inteqral, sinqulyar niivali, Cebisev siralar

Mashallah Ahadzada

Azerbaijan State Oil and Industry University
Master’s student
https://orcid.org/0009-0008-1753-6828
masallahehedzade@gmail.com

Investigation of the Approximate Solution of a Class of Singular Kernel Integral
Equations Using Chebyshev Series

Abstract

In this work, the existence and uniqueness of an approximate solution of a singular kernel integral
equation of the first kind, which is widely used in problems of crack theory, elasticity theory,
electrodynamics, aerodynamics, etc., are shown. In addition, in this work, for the first time, a method
using Chebyshev series for the approximate solution of singular equations on a section is proposed.
The essence of this method is that the problem of solving a singular integral equation is reduced to
the solution of a system of unknown linear algebraic equations in terms of the adaptation coefficients
of the given solution after replacing the density with the Chebyshev series. Also, the convergence
rate of the approximate solution of the considered singular kernel integral equation of the first kind
to the exact solution is given, and the accuracy of the obtained results is also checked on several
sample examples.
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Giris

Bu isdo miioyyan ¢okili funksiyaya malik kosik iizorinds birinci név sinqulyar inteqral tonliklors
baxilir. Bu tip sinqulyar tonliklor ¢atlar nozoriyyesi, elastiklik nozoriyyesi, elektrodinamika,
aerodinamika vo s. mosoalolords genis totbiq olunur ki, bu da onlarin halli ii¢iin adodi metodlarin
islonib hazirlanmasinin vacibliyini gostorir.
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Bu istigamotds an erkon islordon biri M.A.Lavrentyevin (Lavrentiev, 1932) isi hesab olunur; homin
isdo aerodinamikanin praktik mosolasi sinqulyar inteqral tonliyo gatirilir vo belo tonliklorin halli {i¢lin
odoadi metod osaslandirilir. Bu iso gdro I.M.Musxelisvili 6z kitabinda yazir: ... sinqulyar inteqral
tonliklorin toqribi holli iigiin analitik metodlarin sonraki inkisafi, monim fikrimco, bu tonliklor
nazoriyyosinin on mithiim aktual vozifolorindon biridir” (Muskhelishvili, 1968). Sonralar sinqulyar
inteqral tonliklorin adadi halli ticlin miixtalif metodlar islonmisdir; onlardan biri S.M.Belotserkovski
torafindon toklif edilmis vo K.i.Lifanov torofindon osaslandirilmis “diskret sinqularliglar metodu”dur
(Belotserkovski vo Lifanov, 1985; Lifanov, 1995; Besaeva vo Khubezhty, 2016; Boikov, 2004). Qeyd
olunan metod bu giins qadar do toqribi hall nozariyyasinds aktual metodlardan biri olaraq qalir. Qeyd
edak ki, bu metod sonlu sayda ndqtads hallin toqribi qiymatlorini verir. Bir ¢ox hallarda iso biitiin
kasik tizro yararlt olan analitik toqribi hallin olds edilmasi talob olunur. Bu tip metodlara Cebisev
coxhadlilari ilo olagoali metodlar daxildir (Krylov, 1967; Natanson, 1949; Suetin, 1979).

Tadqiqat

Bu isdo ilk dofs olaraq (Pashkovski, 1983), kasik tizarinds sinqulyar tonliklorin toqribi halli iigiin
Cebisev siralarindan istifado edon bir metod toklif olunur. Metodun mahiyyoti ondan ibaratdir ki,
sinqulyar inteqral tonliyin holli masalosi sixligin Cebisev sirasi ilo ovoz olunmasindan sonra verilmis
hollin uygunlagsma omsallari tizro namalum xatti cobri tonliklor sisteminin hollino gotirilir. Cy, C, ...,
C, ayrisma omsallan tapildigdan sonra togribi holl analitik formada aldo edilir ki, bu da namolum
funksiyanin (Lavrentiev, 1932; Kantorovich vo Akilov, 1984) kasiyinin biitiin noqtoalorindo qiymat-
lorini tapmaga imkan verir.

2. Cebisev siralart

[—1,1] kasiyindo toyin olunmus vo haqiqi vo ya kompleks qiymatlor alan f funksiyasina baxaq.
Forz edok ki, bu kosikdo onu birinci név Cebisev ¢oxhadlilari lizro siraya ayirmaq olar, yoni ela
sabitlar ap,a;, ... mévcuddur ki,

Fx) = X¢ a; T1 (%) (1
Molumdur ki, Cebisev ¢oxhadlilari

T (x)=cos(larccosx)(1=0,1,...) [—1,1] kesiyindo (1—x?)""?

0
0

S5

1 -1/2
(1 —x2) T;(x)dx ={

k=
. k>

N |

(1) borabarliyinin hor iki torofini (1—x?)"? -5 vurub [—1,1] kesiyindo inteqrallasdirsaq, (1)
sirasinin omsallart ay liglin asagidaki diisturlart alirq:

1
2 -1
ag = ;/ (1- :.':2) 2 f(z) Ty(x) dx,
- k=01,..

Buradan x=cos? ovozlomasinin kodmayi ilo ekvivalent vo ¢ox vaxt daha slverisli olan diistur aldo
edilir.

f(cost)cosktdt, k=0,1,...

ﬂlw

0

ax[f] komiyyatini f funksiyasinin k-c1 Cebisev oamsali vo seriyasi adlandiracagq.

> ak[f] Tk(x)

k=0
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-f funksiyasinin Cebisev seriyasi. Burada ) simvolu diisturla toyin olunur

m

r 1
E a‘jzaa;—i—agﬂ—i—...—}—am: m = .
J=l

3. Sinqulyar inteqral tonliyin halli iigiin hesablama sxemi formasinin sinqulyar inteqral tonliyini
nazardan kegirak:

2

burada k(x, t), f(x) € H: (o) (r > 1, 0 < a < 1) funksiyalar1 verilmisdir (H«(a), r-1 tortibino qodor
kasilmaz téromalori olan funksiyalar sinfidir vo r tortibinin toromosi a doracali Holder sortini 6dayir).
(2) tonliyinin k = 1 indeksi formasinin halline uygundur.

p(t)

burada (t) [-1,1] araliginda kifayat qodor hamar bir funksiyadir. Onda (2) tonliyi asagidaki formani
alir:

p(t) dt = f(z).
(3)

_— 1 1]
WET) ioe t—z +;/

-1
Golin namolum funksiyan1 ¢(t) Cebisev seriyasindaki genislondirms ilo ovoz edok:

t) = Z Ci Ty (2).
= 4

burada Cix miioyyon edilmomis omsallardir. Noticods yaranan genislonmani ¢(t) (3) tonliyino
yerlosdirarak asagidaki tonliyi alinq:

/\;%(ZQIL 1( )(h‘—-f( )
-1

=1 (5)
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Inversiya diisturundan istifado etmoklo

1
1 1 Ty (t 0, k=1,
e )d,:{ ‘

) Vi-& t-z Up—2(z), k#1

- (6)
va kvadratura diisturu

m

1
1 1 1 2k -1
— t)dt =~ — E 08 §
Tr,/ V1 —t2 f(t)a m f((os 2m F)
-1

=1

(7

burada Uik (x) 2-ci nov Cebisev polinomudur

sin((k — 1) arccos z)

Uir_s(z) = S —
k=2(7) A
Aling
o0 00 1 m o -
D CkUpa(@) + Y Chw = > k(,7) Tea(T) = f(2),
k=2 k=1 mis ®)
Harada
2j — 1
.17]' — COS e
: 2m
j=12,..... ,m

(8) tonliyinin unikal halli yoxdur, bu hall ixtiyari parametrdon asilidir, (8) tonliyinin unikal hallini
tapmagq ti¢lin sort qoyulur

burada Co @(t)-ni tayin edon ixtiyari sabitdir. Belolikla, ¢ (t)-in yegana hoalli Co-dan asilidir. Onun
(4) tosvirini @ (x) avazinag (9)-a yerlosdirsok, aldo edirik:

: 1
— 1 [ Ti(t)
Cl~ dt = C

(10)
(8) vo (10) tonlikloari sistem kimi nozardon kecirilocokdir. (8)-do oalavo olaraq, x-0 x; =-1 +ih, h

=2/n+1,i=1, ...,n— 1 gqiymatlorini m = n ilo toyin edorak, Ci, Ca, ..., Cy, ... namolumlari iigiin xotti
cobri tanliklor sistemi aldo edirik.
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> CkUr-a(a;) E Ck -5 Ef* 23, 7;) Th-1(T5) = f(x4),
k=2 =1

> Ciy 5 Ti1(77) = Co.

k=1 j=1

(11)
i=1,2,...,n-1

Golocokda @(t) funksiyasinin toxmini qiymatini formada nozordon kegiracayik.

~ Z Cr Ty—1(2)
k=1

Onda (11) avazina nxn tortibli xatti cobri tonliklor sistemi alacagiq:

ZQL’} 2(z +EG ,EEF-"(SG ) Th-1(T;) = f(z4).
h=2 k=1
Z Cit Z Ty —1(z5) = Cp.
k=1 j=1 (12)
i=1,2,..,n-1
(12) sisteminin Cy, C,, ..., C;, namolumlarina gora halli bizo (2) tonliyinin toxmini hollini formada
verir:

wolt) = m Z('A Ty—1(t)

k=1

4. Hesablama sxeminin asaslandirilmasi va sahv qiymatlondirmasi
Tutaq ki, ¢ (t) € H(a) funksiyalar1 fozasidir. X fozasindaki norma diisturla toyin olunur

@(t1) — p(ta)

loll = lle®llorrn + sup 2 (t2)
{19{:{2; |f1 - f2|A
0<fB<a

norma ilo X, ilo on(t) =Z’;( a tk polinom funksiyalari fazasini ifads edirik

|‘ﬂ'1(fl) _ﬁ;\'r(f2)|
len@l = len®lloiyy + sup — =
‘ |t1 — ta|/

17123
0<f<a

K operatorunun X fozasindan X-o dogru horokot etdiyini vo K-! mohdud tors operatoruna malik
oldugunu forz edacayik. X fozasint X, fozasina diisturuna uygun olaraq proyeksiya edon operatoru P,
ilo isaro edacayik.

Palp(®)] =) (t_f:—)(;)(“)w(-l‘-k)-

k=1

Molumdur ki, ||P|| <Cln n giymatlondirmasi Lebeq sabiti ii¢lin kegorlidir. (3) tonliyinin toxmini
hallini funksiya soklindo axtaracagiq.

en(t) =D CiTra(t)
k=1
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Cy omsallari, operator soklindo tonliklo tomsil olunan xatti cobri tonliklor sistemindon toyin olunur

1 1
p |t en(t) 1 1 . 3] e by
= /1 m(f ‘V (H+ = [m n t)Yu( )] If] Rl[f( )]
(13)

burada P, [y(t)] birinci név Cebisev polinomlarimin sifir diiylinlori iizerinde n doracali
interpolasiya polinomlar1 ¢oxlugu iizorinds proyeksiya operatorudur. (6) vo (7) diisturlarindan istifado
edorak (13) tonliyi asagidaki kimi yenidon yazila bilor:

Yn

1
H Tl = 17‘ + 'Pll /
-1

,t)] ¢n(t) dr) = Pu[f(z)]
(14)

Kollokasiya metodunu (3) tonliyine totbiq edok. Operator soklindo bu formaya malikdir

= Pi[f ()]
(15)

1
' 3'/[ ! = k(z,t) pn(t) dt
s
1

1
1
(z,t) ()rh‘]
o[ e

1
/ — (k(z,t) — kin(z,t)) on(t) dt
1

1
1 1
PP = | ——(k(z,t) — kX (x,t))pn(t)dt||| = 1 + I,
+ n [77,/1 \/1—1‘2( (1 ) ”(I' ))Y ()( ] ’ 1+ 2

burada ki (x, t) x doyisoninin n-1 daracasinin k (X, t) funksiyasina on yaxsi vahid yaxinlagmasinin
polinomudur. Bunu gérmok asandir

g (‘n“gﬁfhl(k(‘l'- f))“"fo]l ]

I pn “Rl”Ln l( ( “Y””
Vo buna goro do
“K'Pn - Ku%’n” < Cnf jHPHHEH 1 (k(z,1)) H‘f’n”

E (k(zt) = aE, EZ(k(zx,t)).

Sonuncu barabarsizlikdon vo tors ¢evrilo bilon operatorlar ti¢iin togribi metodlarin imumi

nozeriyyasindon belo ¢ixir ki, q = CnP [[K! || || Pa || £5(k(x,t)) < 1 olan n iigiin tors operator K-!
moveuddur. ||[K;7 —K,|| forqinin normasim giymatlondirok. Aydindir ki,
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||Kn“~/9n = K,,i,‘9n|| =

) = PLlk(, )1)*@"(:%)(#]

\/_

< ('773”R1”L (I‘ f) ”‘r’n”

burada Ef = max Et[k(x,t)]. Tutaq ki, no> n ii¢iin borabarsizliyi ddonilir.

—1<x<1
Ccn? (

Banax teoremindon belo natico ¢ixir ki,

—u
n
n

7

o(z,t)) + ||P,I|IF:,(A.‘(.’IT,Z‘))) <1l

le* = eill < onf

B, (k(z,)) + | Pl B, (k(z, 1))

n

burada ¢ * vo ¢ »* n miivafiq olaraq (3) vo (14) tonliklorinin hallaridir. Belalikls, siibut olunur.
Teorem. Tutaq ki, K operatoru tors funksiyas1 k(x,t), f(t) € Ha(a)-ya malikdir va elo olmalidir ki,

(,772"3”1&'_1|{ (E,’,(A(zf)) +E:,(k(;r,t))) Inn <1
Onda (13) sisteminin unikal halli var va:

A Inn
le* —enll <O (ﬁ)
5. Niimunoalor

Yuxarida tasvir olunan metodu gdstormak iigiin bir ne¢o sado niimuna verok.
NUMUNBS 1. Tonliyi nazorden kegirin:

olava sortlo

yaoni Cp =1. Bu tonliyin doqiq halli @(t) = 1 funksiyasidir. Bu halda, (12) sistemini n = 3 {i¢iin hall
edorok asagidakilar oldo edirik: C1= 1, C, = 1.324547*10%, C; = -3.973643*10® vo toxmini hall
funksiyasi olacaq:

@3(t) = C1To(t) + CoTi(t) + CaTa(t) = 1+ (1,324547-107 %)t — (3,973643-107%) (262 —1) ~ 1.

NUMUNB 2. Tonliyi nozarden kegirok:

“6

1 1
1 1 p(t) 1 1 3
— dt + — +1 It = —
ﬂ'/\/l_f? t—x ﬂ'/ @) p(t)c 2
—1 1
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olava sortlo

N

b

1
1 1
— o(t) dt = 0.
ﬂ_[ It p(t) d
Co = 0. Daqiq hall @(t) = t. n = 3 iigiin asagidakilar1 alds edirik: C1=0, C>=1, C3 =0, yoni.
p3(t) =To(t) -0+ T1(t) - 1 +To(t) - 0=t

Hesablamalar xotti cobri tonliklor sistemlorinin holli iigiin Qaus metodundan istifado etmoklo

QBasic dilinds aparilmisdir. Aydindir ki, biitiin |e(t)] < 0.2*10°-dir. Bu odadi naticolor yuxarida tosvir
edilon hesablama sxeminin yaxsi totbiq olundugunu gostarir.

Noatica

Isdo Cebisev sirasi vasitasilo baxilan sinqulyar inteqral tonlik xotti cobri tonliklor sistemi ilo avoz

olunmusdur. Gostorilmisdir ki, alinan xatti cobri tonliklor sisteminin yegans halli var va bu hall
baxilan inteqral tonliyin doqiq hollino yigilir. Homginin, isdo misallar vasitosilo alinan naticonin
dogrulugu da gostorilmisdir.
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